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Definizione Diremo che (an) converge a ` ∈ R per n→∞, se per
ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n ≥ nε si ha:
|an − `| < ε
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= 0 Fissato un numero posi-
tivo ε, dobbiamo trovare in corrispondenza un numero positivo pε per
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n >
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Se poniamo pε =
1
2ε
, abbiamo trovato che ∀n > pε risulta
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Esempio Verifichiamo che lim
n→+∞
1
2n
= 0 Fissato un numero posi-
tivo ε, dobbiamo trovare in corrispondenza un numero positivo pε per
cui risulti: ∣∣∣∣ 12n
∣∣∣∣ < ε ∀n > pε
Poiche´ n > 0, possiamo togliere il valore assoluto, trovando
n >
1
2ε
Se poniamo pε =
1
2ε
, abbiamo trovato che ∀n > pε risulta∣∣∣∣ 12n − 0
∣∣∣∣ < ε
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Teorema Una successione non puo` ammettere due limiti distinti,
vale a dire che il limite di una successione, se esiste, e` unico.
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Teorema Siano an → `a e bn → `b successioni convergenti, allora:
se α ∈ R la successione il cui termine generale e` α an e` convergente e
si ha:
lim
n→∞αan = α `a
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Teorema Siano an → `a e bn → `b successioni convergenti, allora:
se α ∈ R la successione il cui termine generale e` α an e` convergente e
si ha:
lim
n→∞αan = α `a
la successione il cui termine generale e` an + bn e` convergente e si ha:
lim
n→∞ (an + bn) = `a + `b
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Teorema Siano an → `a e bn → `b successioni convergenti, allora:
se α ∈ R la successione il cui termine generale e` α an e` convergente e
si ha:
lim
n→∞αan = α `a
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la successione il cui termine generale e` an bn e` convergente e si ha:
lim
n→∞ an bn = `a `b
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Teorema
Siano an → `a e bn → `b successioni convergenti, allora:
la successione il cui termine generale e` an bn e` convergente e si ha:
lim
n→∞ an bn = `a `b
se `b 6= 0 la successione il cui termine generale e` an
bn
e` ben definita e
convergente e si ha:
lim
n→∞
an
bn
=
`a
`b
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Teorema Siano an → `a e bn → `b successioni convergenti, allora,
se `a > 0 e se `b ≥ 0 la successione il cui termine generale e` abnn e` ben
definita e convergente e si ha:
lim
n→∞ a
bn
n = `
`b
a
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Teorema
(⊗)
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Teorema Assegnata una successione convergente an → ` 6= 0, allo-
ra an ha lo stesso segno di ` a partire da un opportuno indice critico
n?.
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ragionamento.
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? tale per
cui, per ogni n ∈ N, n > n? si ha:
|an − `| < `
2
. (⊗)
Da (⊗) si deduce che per n > n? si ha:
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n?.
Dimostrazione Supponiamo ` > 0, senza offendere la generalita` del
ragionamento. Usiamo la disuguaglianza della definizione di limite nel
caso particolare in cui si sia fissato ε = `/2. Esiste nε = n
? tale per
cui, per ogni n ∈ N, n > n? si ha:
|an − `| < `
2
. (⊗)
Da (⊗) si deduce che per n > n? si ha:
−`
2
< an − ` < `
2
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Teorema Assegnata una successione convergente an → ` 6= 0, allo-
ra an ha lo stesso segno di ` a partire da un opportuno indice critico
n?.
Dimostrazione Supponiamo ` > 0, senza offendere la generalita` del
ragionamento. Usiamo la disuguaglianza della definizione di limite nel
caso particolare in cui si sia fissato ε = `/2. Esiste nε = n
? tale per
cui, per ogni n ∈ N, n > n? si ha:
|an − `| < `
2
. (⊗)
Da (⊗) si deduce che per n > n? si ha:
−`
2
< an − ` < `
2
se e solo se
1
2
` < an <
3
2
`.
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Teorema
Siano date due successioni tali che per ogni n ∈ N an ≤ bn. Se esistono:
lim
n→∞ an = `a, limn→∞ bn = `b,
allora `a ≤ `b
e` possibile che si presenti il caso in cui an < bn, ma, passando al limite,
si trova `a = `b.
an =
n
n+ 2
< bn =
n
n+ 1
e al limite si ha
an → 1, bn → 1
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Teorema
Siano date tre successioni che verificano per ogni n ∈ N le disugua-
glianze an ≤ bn ≤ cn. Se si suppone che:
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Teorema
Siano date tre successioni che verificano per ogni n ∈ N le disugua-
glianze an ≤ bn ≤ cn. Se si suppone che:
lim
n→∞ an = limn→∞ cn = `,
allora anche la successione (bn) e` convergente, e si ha:
lim
n→∞ bn = `.
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Applicazione
lim
n→∞n sin
1
n
= 1
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Applicazione
lim
n→∞n sin
1
n
= 1
Figura 1: OA = 1, PH = sinα, QA = tanα, OH = cosα
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Nel primo quadrante vale
sinα < α < tanα ⇐⇒ 1 < α
sinα
<
1
cosα
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Nel primo quadrante vale
sinα < α < tanα ⇐⇒ 1 < α
sinα
<
1
cosα
quindi se si pone α = 1/n
1 <
1
n sin
1
n
<
1
cos
1
n
da qui, tenendo presente che 1/n → 0 implica cos 1/n → 1, conclu-
diamo
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lim
n→∞
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√
x = 1
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Definizione Data la successione an di numeri reali si dice che per n
tendente a piu` infinito la successione ha per limite piu` infinito quando,
fissato ad arbitrio un numero M positivo, e` possibile determinare un
corrispondente numero pM positivo tale che risulti:
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Definizione Data la successione an di numeri reali si dice che per n
tendente a piu` infinito la successione ha per limite meno infinito quan-
do, fissato ad arbitrio un numero M positivo, e` possibile determinare
un corrispondente numero pM positivo tale che risulti:
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Teorema
Siano (an) e (bn) due successioni per cui riesca an ≤ bn. Inoltre
supponiamo che an → +∞. Allora bn → +∞.
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Teorema
Siano (an) e (bn) due successioni per cui riesca an ≤ bn. Inoltre
supponiamo che an → +∞. Allora bn → +∞.
Teorema
Se (an) e` una successione divergente, allora:
lim
n→∞
1
an
= 0.
